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Chapitre 1

Suites numériques

1 Compléments sur les suites

H vides 1: Bes limites des suikes cnoissambes
Dans ce cours les suites sont indicées par N, il peut arriver que les indices commencent a 1 ou a 2 cela ne change
pas grand chose.

Définition 1.1 Une suite de réels (u,,) converge vers un réel [ lorsque :
Ve>0;AN e N;VneNyn > N = |u, — | <e

On note alors lim u,, =1
Une suite de réels (u,,) diverge vers +oo lorsque :

VAeR;AINeN;VneNn>2N=u, > A
On note alors lim u,, = +00

Proposition 1.1 Soit 3 réels [,1',1"” tels que I’ < I < " et (u,) une suite telle que lim u,, = [ alors pour n assez
grand, on al’ < u, < ", autrement dit :

AINeN,VneNn>N=1U<u, <"
Preuve : On pourra appliquer la définition de la limite avec € = min(l"” — I;1 — ).

Définition 1.2 Soit A une partie non vide de R, majorée, (c’est a dire IM € R, Vn € N, u,, < M) on appelle si il
existe borne supérieure de A le plus petit majorant de A.

Théoreme 1.1 (admis) Toute partie non vide majorée de R posséde une borne supérieure.

Remarque 1.1 Ce résultat n’a rien de simple, une partie non vide majorée de R n’a pas toujours de plus grand
élément. Par exemple [0; 1] n’a pas de plus grand élément. Mais si on regarde 1’ensemble des majorants de A, alors
cet ensemble posséde un plus petit élément. Dans notre exemple 1’ensemble des majorants de [0; 1] est I’ensemble
[1; +00[ qui a bien un plus petit élément : 1, d’ou sup([0; 1[) = 1.

Théoreme 1.2 Une suite de réels, croissante (Vn € N, wu,4+1 = wuy,) et majorée (M € R,Vn € N, u,, < M) est
convergente. Elle converge vers la borne supérieure des u,, (sup{u, € R/n € N}) et chaque élément de la suite est
inférieure a la limite.

Preuve : Posons | = sup{u,, € R/n € N}, c’est le plus petit majorant de {u,, € R/n € N}.
Soit e > 0, ] — € n’est pas un majorant de {u,, € R/n € N}, il existe donc un N tel que | — ¢ < un < [, or la suite (u,,) est
croissante donc pour toutn > Nonal —e < uy < u, < [, finalement on a montré :

Ve>0,INeNVneN n>N=|u, — | <e
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4 CHAPITRE 1. SUITES NUMERIQUES

Proposition 1.2 Soit (uy,,) une suite de réels telle que les sous suites (uay,) et (u2,+1) convergent.
La suite (u,,) converge si et seulement si lim ug,, = lim w241

Proposition 1.3 Les suites géométriques sont les suites de la forme u,, = ar”, r est appelée raison de la suite
géométrique. La limite d’une suite géométrique :

est 0 si la raison est strictement inférieur a 1 en valeur absolue.

asir=1.

+oosir>0eta > 0.

—oosir>0eta < 0.

n’existe pas sir < —1.

La somme de n termes consécutifs d’une suite géométrique non constante est égale a :

Le premier terme de la somme — Le premier terme qui n’est pas dans la somme

1 — raison

%;mdeﬁammi?%‘
H widée 2: Equivalence et dkabion de Pamdou poun les suites mumeniques

2 Suites équivalentes

Exemple 2.1 u,, = %, Uy = # et w, = nQLH Les trois ont la mé&me limite mais quelles sont les deux suites qui se

"ressemblent” le plus ? Lesquelles s’approchent le plus I’'une de 1’autre ?

Définition 2.1 On dit que deux suites (u,) et (vy) sont équivalentes lorsqu’il existe une suite (¢,,) qui tend vers O et
telle qu’a partir d’un certain rang on ait

U = un(l+&p)

Exemple 2.2 u,, = %, Uy, = # et w, = On a par exemple w,, = %(1 — ).

_n_ _1
n2+41- n?+1
Définition 2.2 Soit £ un ensemble et R une relation binaire sur E, (c’est a dire une fonction de E? dans {V; F'}, on
note x1 Rz au lieu de R(z1;z2) = V).

1) R estréflexive si Vo € E, xRx.

2) R est symétrique siVz, 2’ € E, 2Rz’ = x'Rx.

3) R est transitive si Va, 2', 2" € E,xRx’ et ' Ra” = xRx".

4) 'R est une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.

Proposition 2.1 La relation étre équivalente sur I’ensemble des suites réelles est une relation d’équivalence, on notera
Uy, ~ v, pour indiquer que la suite (u,,) est équivalente a la suite (vy, ).

Proposition 2.2 Soit (u,) et (v,) deux suites réelles telles qu’a partir d’un certain rang v,, # 0. (u,) et (vy,) sont
équivalentes si et seulement si lim 3 = 1.

Proposition 2.3 Soit (u,,) une suite réelle et [ un réel non nul :
Up ~ 1< limu, =1

Proposition 2.4 Soit (uy,), (vy,), (wy), (x,) et (y,) des suites de réels
1) Siwu, ~ vy, alors |uy,| ~ vy
2) Siuy ~ v, et Ty, ~ Yy, alors u, T, ~ VpYn
3) Siuy ~ Uy, Ty ~ Y, et & partir d’un certain rang y,, # 0 alors ;—: ~
4) Attention en général les équivalents ne peuvent pas se sommer.

Un
Yn

_ n+l

T~ n

etv, = "T”, vérifier que u,, ~ v, etque u, — 1 L v, — 1

Exemple 2.3 Soit u,,
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Fonctions équivalentes
De méme que pour les suites, on peut définir la notion d’équivalence de deux fonctions au voisinage d’un point

a € R.

Définition 2.3 Soit deux fonctions f et g définies sur un méme intervalle I contenant a, ou bien dont a est une
extrémité. f et g sont équivalentes en « si et seulement s’il existe une fonction ¢ : I — R telle que lim, e = 0 et il
existe r > 0 tel que V€ INJa —r,a + 7, f(2) = g(z)(1+&(x)), on note alors f(x) ~ g(z) ou f(z) ~ g(x)

Proposition 2.5 Si la fonction g ne s’annule pas dans un voisinage de a, (c’est-a-dire s’il existe r > 0 tel que
Vx € IN|a — r,a + r[) alors :

flx) ~ g(z) — iﬂf}lm =1

Proposition 2.6 Si une fonction f posseéde un développement limité en a de partie principale non nul, alors f est
équivalente en a au terme de plus petit degré de la partie principale du DL.

Exemple 2.4 Le DL, en 0 de la fonction f définie sur ] — £; +oo| par f(z) = e — /T + 2z est
—V1+2x =2%—23/3 4+ (22%)/3 + 2*c(x), on en déduit (e* — /1 + 2x) ~

3 Notations de Landau o et O.

Définition 3.1 Soit (u,) et (v,) deux suites réelles, on dit que la suite (u,) est négligeable devant la suite (v;,)
lorsqu’il existe une suite (£,,) qui tend vers O et telle qu’a partir d’un certain rang on ait

Uy = Up X Ep

On note alors u,, = o(vy,).
Lorsque u,, — v, = o(wy), on note fréquemment w,, = v,, + o(wy,)

Remarque 3.1 Si u,, = o(v,) alors a partir d’un certain rang u,, = v, 0(1), ot (1) est une suite que tend vers 0.

Définition 3.2 Soit (u,,) et (v,) deux suites réelles, on dit que la suite (u,,) est dominée par la suite (v,,) lorsqu’il
existe une constante C et telle qu’a partir d’un certain rang on ait

|un| < Clun|
On note alors u, = O(vy,).

Exercice 1: Montrer que si u,, = 0(vy,) alors u,, = O(vy,).

Remarque 3.2 Attention, les notations de Landau peuvent porter a confusion la notation avec le signe égale est
abusive on devrait plutdt noter u,, € O(v,), en effet I’égalité est impropre car a cause de leur définition le signe égal
n’est plus symétrique par exemple on peut écrire o(n) = o(n?), mais on ne peut pas écrire 0(n?) = o(n). En effet si
une suite s’écrit u,, = 0(n), il existe (&,,) qui tend vers O telle que u,, = ne,, on peut alors écrire u,, = ’I”LQ%ER, la

suite (%571) tend bien vers 0, on a donc u,, = O(n?)

Remarque 3.3 De méme on peut définir o et O pour les fonctions au voisinage d’un point, en particulier on peut

écrire les développements limités classiques au voisinage de 0 a I’aide des O.
n

1 1 1 1
1) €* _1+x+5x +§x +ot + Oz = 7 ot
k=0
1

2) —— =1l+a+22+2°+. +2"+ 0" E 2F + 0>zt

1—=2x
3) ln(l—l—x) :ZL‘—EI'Q—FEJJ‘?)—F +ix"+0(x”+l) — En ﬂxk_‘_o(xn-l-l)

2 3 n — ok

4) (L+2)* =1+ az+ go(e—1)a? + go(a — 1)(a — 2)23 + 0(a)



1 ~ (=

1
5) Sin( ) -7 — 7‘%, + 7x IS ( ) 1;2”+1 + O(x2n+3) 2k+1 + O($2n+3)

TR 2n+1)! £ (2 +1)!
, _ l l 2n 2n+2 ) 2k 2n+2
6) cos(z) =1 2'33 + 4|x + ...+ (=" (2n) +O(z Z . +O(z""7)

k=

Définition 3.3 Soit (u,,) et (v,) deux suites qui convergent vers un méme réel [, on dit que (uy,) converge plus vite
que (vy,) lorsque u, — I = o(v, — ).

@;mdgﬂawmmmefz%
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Chapitre 2

Séries numériques

1 Convergences des séries

Définition 1.1 Soit (u,) une suite de réels, on appelle série de terme général u,, 1’expression formelle Z U ou

k
O ).

k<0
1) On appelle somme partielle d’indice n de la série Z Uy, le réel

n

Sn:Zuk:u0+u1+u2—|—...+un
k=0

2) On dit que la série est convergente lorsque la suite des sommes partielles (S,,) est convergente.
3) On dit que la série est divergente lorsque la suite des sommes partielles (.S,,) est divergente.
4) Lorsque la série est convergente on appelle somme de la série la limite de la suite des sommes partielles et on

note
+oo
Z U = lim Sn
k=0

5) Lorsque la série est convergente on appelle reste d’indice n de la série, la quantité R,, suivante

—+00

Ry=S8-5, (= > w)

k=n-+1

6) On appelle nature d’une série le fait que cette série soit convergente ou divergente.

Remarque 1.1 On fera attention a ne pas confondre la série noté > | uy ou Z Uuj ou Z uj qui peut €tre convergente

k k>0
o0
ou divergente et sa somme E uj qui est un réel et qui n’a de sens que lorsque la série est convergente. Toutefois,
k=0
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2. SERIES A TERMES POSITIFS STP 7

oo
lorsque lim S;, = 400, on note souvent E ur = 400 ce qui sous-entends que la série diverge, mais évidement une
k=0
o0
série > uy, peut diverger sans avoir E U = +00.
k=0

Exemple 1.1 Si u,, = ar™, alors S,, = %ﬂ“ pour quelles valeurs de r cette suite a-t-elle une limite ?
Si |r| < 1alors (Sy,) a une limite finie,

Remarque 1.2 Une suite est toujours la somme partielle d’une série, en effet soit (u,) une suite, cherchons une
suite (ap) tel que S, = > _;_jar = Uy, ON VOit que ag = g et ap, = U, — up—1. Réciproquement si ag = g et
ap = Up — Up—1 alors ZZ:O ap = Uy, cette manipulation permettant de transformer une suite en série a le doux nom
de télescopie car les termes se télescopent deux a deux.

Proposition 1.1 Soient ) u,, et > v,, deux séries convergentes et A un réel, les séries > u,, + vy, €t Y Au, sont des
séries convergentes, et on a les égalités suivantes sur les sommes :

(o] o oo oo oo
Zuk—i—vk:Zuk—Fka et Z)\uk:)\Zuk
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Preuve : Il suffit d’écrire les sommes partielles, de les écrire un peu différemment et de passer a la limite.

Proposition 1.2 La modification d’un nombre fini de termes ne change pas la nature d’une série, autrement dit si il
existe N tel que Yn > N, u,, = vy, alors la série ) _ u,, converge si et seulement si la série ) _ v,, converge.

Preuve : Posons S, = Y ,_ uretS, = > ,_, vk pourn > N onaS, — S, quireste constant égale a E;lj:o vy — Uk, la
suite (S,,) converge ssi la suite (S,,) converge.

Proposition 1.3 Si ) u,, est une série convergente alors la suite (u,,) tend vers 0.
Attention : la réciproque est fausse.

Exemple 1.2 La série > (v/n + 1 — /n) est divergente car S,, = v/n + 1 et pourtant son terme général tend vers 0,
il suffit pour voir cela de multiplier par la quantité conjuguée.

Preuve : Soit S,, la nieme somme partielle de la série > ug. S, = ZZ:O ug, lim S,, =1 € R, donc lim S,,_1 =l or
Up = Sn - On—1

Donc en passant a la limite on obtient limu,, =1 — [ = 0.

Remarque 1.3 Soit ) u,, une série convergente de somme S. La suite des sommes partielles (3, _ ux)nen converge
vers S, et la suite des restes (Zkﬁ’fﬂ_l ug )nen converge vers 0. De plus pour tout n € N, S = S, + R,,. Si la suite
des restes existe alors elle converge vers 0.

%ﬂJﬂdeQaM‘maime3%
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2 Séries a termes positifs STP

2.1 Comparaison

Les séries a termes positifs ont des propriétés bien particulieres, lorsque 1I’on veut utiliser une de ces propriétés
tres pratiques, il est indispensable de bien vérifier que les termes de la série sont positifs.

Définition 2.1 Une série > u,, est a termes positifs si Vn, u, > 0.
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8 CHAPITRE 2. SERIES NUMERIQUES

Proposition 2.1 Si > uy est une série a terme positif, la suite de ses sommes partielles (,55,) est une suite croissante.
Si cette suite (.S),) est majorée alors elle est convergente, sinon elle tend vers +oo.

Preuve : S, 11 — S, = upy1 > 0, la suite est bien croissante. Or un résultat de premiere année nous dit qu’une suite
croissante majorée est convergente, et qu’ une suite croissante non majorée tend vers +co.

Remarque 2.1 Pour une série a terme positif (et uniquement pour une série a termes positifs)

e Soit la série diverge et alors > %0 uj, = +o0.
e Soit la série converge et on note »  uj < 400, pour indiquer que la série converge.

Théoréme 2.1 SiVk € N, 0 < ug < v

1) Si)_ vy converge alors » | uy converge.
2) Si)_ uy diverge alors vy, diverge.

Preuve : Posons S,, = ZZ:O ug et = ZZ:O Vg, Sy < T, or (T7,) est une suite croissante donc chaque terme de la suite
est inférieur  la limite de la suite. T), < Y 7~ , vk, donc S,, < Y72 v, donc la suite (S,,) est majorée, d’aprés ce qui précede
la série 3 uy, est donc convergente.

Si > uy, diverge alors la suite (7,) diverge vers +oo, donc la suite (S,,) aussi.

Proposition 2.2 SiVk > 0, v, > 0 et ug ~ vy alors Y uy converge si et seulement si » vy, converge.

Preuve : Pour k assez grand %uk < v < 2ug. On utilise alors le théoreme 2.1.

2.2 Séries de Riemann
P ‘o . 1 ; .
Théoreme 2.2 La série de Riemann Z — converge si et seulement si o > 1.
n

Preuve : Si a < 0 le terme général ne tend pas vers O et la série est divergente.
Si & > 0. En utilisant une intégrale on voit que pour tout k € N* :

71 </k+11dt<1
k+1)e =, 1o = je

En sommant & variant de 1 a /N on obtient :

k=1 k=1
D’ou )
n+ n n
1 1 1
/ —dt < — <1 +/ — dt
k=1
D’ou pour @ # 1
n+D>-1 &K1 |
<y —<1
-« T ke T i -«

nl7—1
-«

Sia > 1lalorslim1+

=1+ ﬁ la somme des suites partielles (.S,,) est majorée, or la série est a terme positif, elle est

(n+1)t">—1

donc convergente. Si « < 1 alors lim T

Si o =1 alors

= +00, la série est divergente.

"1
1 1) < —
n(n—l—)_;k

limIn(n + 1) = +o0, la série est divergente.

%&QQWA%
Emaé@&%’mgémwamaeﬁw

3 Comparaison a une série géométrique

Définition 3.1 On appelle série géométrique une série de la forme ) aq™, ot a,q € R.
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3.1 Critere de Cauchy

Proposition 3.1 Soit ) u,, une série a termes positifs, tel que la suite ( {/u,,) ait pour limite /.
e Sil < 1 alors la série ) u,, est convergente.

e Sil > 1 alors la série ) _ u, est divergente.

e Sil = 1 on ne peut pas conclure en ce qui concerne la convergence de la série > u,,.

Exemple 3.1 La série Z(% + %)" est convergente car en appliquant la proposition avec u,, = (% + %)” on a

11 1 _ 1 4o
{/u,, = 5 + - qui tend vers 5 donc | = 3, la série est convergente.

Preuve : Si [ > 1, pour n assez grand (c’est a dire il existe N € N tel que pour tout n supérieur a N) {/u,, > 1, on peut
élever a la puissance n, on obtient u,, > 1, or la série 1 diverge donc la série Y u,, diverge.

. 141 NPT
Sil < 1, on commence par remarquer que [ < 5 < 1, pour n assez grand (c’est a dire il existe N € N tel que pour tout n

1+1 141
supérieur 2 N) on a Q/ﬂn < % d’ou en élevant a la puissance n. u, < (%) , comme 0 < %‘H < 1,1a série ) (%rl)?1

est convergente, et donc la série Y u,, est convergente.

3.2 Critere de D’Alembert
Un+1

Lemme 1 Soit (u,) et (v,) deux suites strictement positives, telles qu” a partir d’un certain rang

(cadIN e N,Vn €N, n > Nj“"“ )

Un

Si la série ) | v, converge alors la série > uy converge.

n Un

Un+1 un UN+1 UN+2 UN+3 UN+k
Preuve : Vn > N, nt < —n on en déduit facilement par récurrence que — > + > + > R > th
) Un+1 Un UN UN+1 UN+2 UN+3 UN+k
On en déduit que pour tout n > N on
un
0<u, < (*) Up
UN

L est une constante et la série > v, converge donc la série > u,, converge. (c’est le théoréme de comparaison 2.1)

—H) a pour limite /.

Proposition 3.2 Soit > u,, une série a termes strictement positifs, telle que la suite (
Unp,

e Sil < 1 alors la série ) u,, est convergente.
e Sil > 1 alors la série ) _ uy, est divergente.
e Sil = 1 on ne peut pas conclure en ce qui concerne la convergence de la série > uy,.

Preuve : Sil > 1, a partir d’un certain rang, “"*1

> 1, donc upyq = un, la suite est croissante a partir d’un certain rang,

elle ne converge pas vers 0, donc la série > uy, d1verge Sil<l,onal < 3(l+1) < 1, posons¢ = (I + 1) donc a partir

un+1 Un+1 Un+1 Le

N N . U
= t, d’ou I’on déduit qu’a partir d’un certain rang ntl <
U, Up,

d’un certain rang < t. Posons v, = t",ona

lemme 1 permet de conclure, la série > v,, étant convergente, la série > u,, I'est aussi..

[)T&mdeQawmaima5"€%

4 Convergence absolue

Théoreme 4.1 Soit (u,,) une suite de réels. Si la série de terme général |u,| est convergente alors la série de terme
général u,, est convergente, de plus :

o 0
S <3 fud
k=0 k=0

Attention la réciproque est fausse

Preuve : On va séparer les termes positifs et les termes négatifs de la suite (uy,). Posons u;” = max(ug,0) et S = >0 uf

de méme posons u,, = max(—u,,0) et S, = > 7_,u; , les suites (u,) et (v,,) sont des suites a termes positifs. On remarque
que 0 < u)f < |upl, et 0 < uy; < |uy,|, comme la série > |u,| converge les deux séries > u; et > u; sont convergentes


https://videos.cyu.fr/permalink/v1268a2e9fc48uj7fr0j/iframe/

10 CHAPITRE 2. SERIES NUMERIQUES

d’apres le théoreme 2.1 de comparaison . Or S, = >/ jur = S — S, , la suite (S,,) est donc convergente de limite
(o) =+ o0 — . . . z.: N oo + o) —
> o Ur — > peo Uy qui est bien inférieure en valeur absolue & Y, ul + > 7 o uy -

Définition 4.1 Lorsque la série > |u,,| converge, on dit que la série Y u,, converge absolument.

Proposition 4.1 Soit (u,) et (v,) deux suites de réels tq u,, = O(vy,) et si la série > |v,| converge alors la série
> uy, converge.

Preuve : u,, = O(v,,), il existe donc une constante K tel qu’a partir d’un certain rang |u,| < K|vy|.
La série Y |v,,| converge, donc la série > K|v,,| converge, donc la série > |u,, | converge, donc la série ) | u,, converge

4.1 Séries alternées

Proposition 4.2 Soit (uy,,) une suite décroissante positive, qui tend vers 0. La série ) (—1)"u,, est convergente.
De plus si on note S sa somme et S,, = ZZZO(—l)kuk la somme partielle d’indice n, on a I’encadrement :

’S - Sn’ < Upt1

Preuve : Montrons que la suite (Sa,, ), est décroissante, la suite (.S2;,41 ) est croissante, Sa,, > Sop, 41 etlim So, 11 — Sa, = 0.
Sont1) — S2n = (=1)2" M ugy i1 4 (=1)2"2ug, 0 = —Ugny1 + Uzpiz <0
Somi1)+1 — S2nt1 = (=12 2ugn o + (—1)*" gy 13 = Ugnyo — Uzpts > 0
Sont1 — Son = (=1)*" ugnyy <0
lim SQ7L+1 - SQn =0

* % ¥ *

S1 <8385, < Sanv1 K Sn <...5 <8

Donc (Sap,)r, est croissante majorée donc convergente, de méme (S2,,41)n est décroissante minorée elle est convergente or
lim So,, 41 — S2, = 0 les suites (Say,)r, €t (S2p,41), ont méme limite donc (S,,) est convergente, notons S sa limite. On a

Sont1 <8 < Sonya < Sy

D’ou Sgn_;,_l - Sgn < S — Sgn < 0.D’ou —U2n+1 < S — Sgn < 0.
De méme 0 < S — S2n+1 < Sgn+2 — 52n+1. D’ou0 < S — S2n+1 < Uo2n+2-

%&mdeﬂawwm6%
Hmd@?:@bnoduitde@mmp\%

4.2 Produit de Cauchy

Théoreme 4.2 Soit ) a,, et > b, deux séries absolument convergentes, posons

n
Cp = Z apby | = g arpbn—
k=0

ptq=n

La série ) _ ¢y, est convergente et

00 00 00
D ee={ D ar] (b
k=0 k=0 k=0

Preuve : Montrons d’abord que la série Y ¢, est absolument convergente.
Posons dn, = >\, laphe| (= > h_o lakb,_k|), remarquons d’abord que 0 < |¢,| < d,,, ensuite que pour tout n

n n n oo o0
Dode <y farl D bel < larl Y bl
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

La série de terme général d,, est une série a terme positif dont la suite des sommes partielles est majorée, elle est donc convergente.
La série Y _ |c,| est donc convergente.
Montrons maintenant 1’égalité entre les trois sommes. Posons A,, = Y ak, B = > ) _obr, Cn = > g Cr,0na

n n
|Aan—Cn‘ :‘ E Q. E bl— E akbl| :‘ E akbl|
k=0 =0 0<k<n 0<k<n
0<i<n 0<i<n
k+1<n k+1>n


https://videos.cyu.fr/permalink/v1268a308d908wawvdih/iframe/

o0
D’ou |4, B, — Cy,| < Z larby| < Z dp < Z dy, or cette derniere quantité peut étre rendue aussi petite que 1’on
n<k<2n k=n

Epl =Nl
+IAIA
VIAIA

n
n
n

k
l
l
veut quitte & prendre n grand, car la série ) d, est convergente.

%&%WY%

Chapitre 3

Suites et séries de fonctions

1 Suites de fonctions
Définition 1.1 Une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R converge simplement vers une fonction f sur
Isi:

Veel, lim f,(x)= f(z)

n—-+o0o

Remarque 1.1 Pour tout n, f,, est une fonction définie sur I, pour tout x € I, (f,(z)), est une suite de réels.

nr + m
Bxcmple 11 £,(0) = sin (P25
xemple fn(x) = sin ]

Pour un z fixé quelconque on remarque que lim,, f,,(z) = sin z. La suite de fonctions ( f,,) converge simplement vers
la fonction sinus.

Remarque 1.2 La CS ne conserve pas les propriétés locales des fonctions : continuité, dérivabilité, limite, etc... C’est
a dire que si une suite de fonctions continues converge simplement vers une fonction f, la fonction f peut trés bien
ne pas étre continue. En revanche si les f,, sont des fonctions croissantes alors la limite simple des f,, si elle existe est
croissante.

Exemple 1.2 f,,(z) = cos®" z, la suite de fonctions (f,,) converge simplement sur R vers la fonction f définie par
{ f(z) =1 siilexiste k € Ztel que z = km
f(z) =0 sinon

2 Séries de fonctions
2.1 Convergence simple et convergence normale

La série de fonctions ) f,, converge simplement vers S sur [ si la série ) f,(x) converge pour tout x € I,
Ve eI, > 72 fu(xz) = S(x). Onnote alors >~ , fy cette fonction f.

Proposition 2.1 Si la série de fonctions Y, f,, converge simplement sur I, alors la suite de fonctions ( f,,), converge
simplement vers 0.

Preuve : trivial

11
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Définition 2.1 Soit (f,,) une suite de fonctions bornées définies sur un intervalle 7, on dit que la série de fonctions
> f converge normalement sur [ s’il existe une suite de réels (b,,) telle que

Vn e N,Ve € I |fu(x)| <b, et an converge

Proposition 2.2 Soit (f,,) une suite de fonctions bornées définies sur [ et
Vn € N, a,, = sup{|fn(x)|,z € I}
La série de fonctions ) f,, converge normalement sur I si et seulement si la série numérique » _ o, converge.

Preuve : Sens direct : On suppose que la série de fonctions converge normalement sur I, alors pour tout n, b,, est un majorant
de la fonction f,,, donc «, qui est le plus petit des majorants, est inférieur a b,, (0 < «a,, < by,) or > b, converge donc Y a,
converge aussi. Réciproquement si la série Y «v, converge, il suffit de poser b, = «, et la définition de la convergence normale
est vérifiée.

Proposition 2.3 Si la série de fonctions > f,, converge normalement sur I alors pour tout intervalle J C I, la série
de fonctions Y f,, converge simplement vers S sur J.

Proposition 2.4 Si la série de fonctions Y | f,, converge normalement sur [ alors il existe une fonction S telle que la
série de fonctions ) | f,, converge simplement vers S sur /.

Preuve : Pour tout z fixé de I, | f,,(x)| < a, et > au, converge, donc la série numérique » _ | f,,(x)| converge.

2.2 Convergence normale et continuité de la somme.

Théoreme 2.1 Soit > f,, une série de fonctions qui converge normalement sur I, telle que pour tout n la fonction f,
est continue alors, la somme Y-, fi est une fonction continue sur I.

Preuve : On rappelle la définition de f : I — R est continueena € I :
Ve >0,In>0,Veel, |z —a|<n=|f(zx)— fla)| <e
Soit a € I, soit £ > 0, comme la série ) f,, converge normalement il existe (b,,) telle que

Yn e N,Va € I |fn(z)] <b, et an converge

On en déduit qu’il existe N € N telle que Z;:OONH b < %5. La fonction ¢ : I — R définie par g = ZIILO fr estla
somme de N + 1 fonctions continues elle est donc continue, elle est donc continue en a, il existe donc > 0 telle que
Vo €1,z —a| <n=l|g(z) — g(a)| < 3e.Onaalors pour z € I tel que |z — a| <17

+o0o +oo
S(@) = S(a)| = D fal@) =D ful@) 3.1)
k=0 k=0
N [eS) N [e%S)
= D@+ Y @) =Y fale) = Y fala) (3.2)
k=0 k=N+1 k=0 k=N+1
N N [e%s) o
= D fal@) =D fal@)+ D fala) = D fala) 3.3)
k=0 k=0 k=N+1 k=N+1
= lg@) —gla)+ > falx)= > fala) (3.4)
k=N+1 k=N+1
< @) —g(@)+| D fal@)|+| D fala) (3.5)
k=N+1 k=N+1
< g@)—gl@)+ > bat Y. by (3.6)
k=N+1 k=N+1
1 1 1

EM&EMA'WW@@@WM
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2.3 Convergence normale intégrale et dérivée de la somme.

Proposition 2.5 Soit > f,, une série de fonctions qui converge normalement sur I, telle que pour tout n la fonction
fn est continue alors pour tout a et b dans [ on a

p O o]
[ s a=3
¢ k=0

k=0"?

Preuve : D’apres le théoreme 2.1, Y7 | fx est une fonction continue sur le segment [a, b], on peut I'intégrer sur ce segment,
posons S, = >_)'_ fr. il existe a, terme général d’une série convergente, tel que Vk € N, Va € [a, b], | fr(2)| < ay on a alors
d’apres le théoréme 4.1 pour ¢ € [a,b] Y5 1 fe(t)| < Yoo,y

/ka -y [ /sz a- /ka(wdt
a — k 0 a a — a _0
= /ka(t)*ka(t)dt

@ k=0 k=0
_ / S fult) de (3.10)

(3.8)

(3.9)

(3.11)

IN
T~
o
[~
=
=
&

(3.12)

AN
;\@
M2 |
=
=
e

(3.13)

A IA
s~
I o
2 Iy
AL
2 &
ol

(3.14)

3.8 et 3.9 : linéarité de I’intégrale
3.10 : définition de la somme d’une série.

1 : la valeur absolue d’une intégrale est inférieure a 1’intégrale de la valeur absolue.(bornes de 1’intégrale dans le bon sens)
3.13 : la valeur absolue du reste d’une série absolument convergente est inférieure au reste de la série des valeurs absolues

(théoréme 4.1)
b n

Or comme la série ) ay, converge, on a limy, o0 Yo — 41 @k = 0, finalement hm Z fe(t) dt = / Z fe(t) dt

Théoreme 2.2 Soit f,, : I — R, si la série ) f,, converge simplement vers une fonction S sur I, que pour tout n la
fonction f,, est de classe C! sur I et que la série > f! converge normalement sur I, alors la fonction S est de classe
Clet

veel, S'(x Zf

Preuve : Posons Vx € I, g(x f > o fh(t) dt, d’apres la proposition précédente, onaVz € I, g(z) = Y ;. of Fr) dt >3, ]
fi(a) = S(z) — S(a). Si malntenant I’on dérive cette égalité on obtient ¢'(x) = S’(z) or g n’est autre qu’une primitive de

2o fi- Onabien §' = 72, ff.

%@%WS%

H vidée 10: Inbroduction auc sénies embisnes
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3 Séries entieres

3.1 Définitions

Définition 3.1 Une série entiére est une série de fonctions de la forme ) a,, 2™, ou (ay,) est une suite de réels (ou de
complexes). Autrement dit son terme général est la fonction z — a,x™.

Proposition 3.1 Soit ) a,x" une série entiere, on pose
e Ry = sup{|z| € R, (apz™), est bornée};

e Ry =sup{|z| € R, lim, 400 anz™ = 0};

e Rz =sup{|z| € R,), a,z™ converge};

o Ry =sup{lz| €R, )", |anz"| converge};

Alors R{ = Ry = R3 = Ry

Définition 3.2 Soit >_ a,,x™ une série entiére, il existe un élément R € R™ U {400} appelé rayon de convergence de
la série entiere tel que :

e VxR, (—R<z<R)= ) |ayz"| converge.

e Vz €R, (< —R ou z > R) =) a,z" diverge.

Preuve : On va démontrer I’existence du rayon de convergence ainsi que la propriété.

11 faut comprendre ici le sup comme un élément de R U {400}, lorsque une partic A de R est non vide majorée sup A et sa
borne supérieure, lorsque une partie A de R est non vide non majorée sup A = 400

Les ensembles {|z| € R, (a,z™), est bornée}; sup{|z| € R,lim, ;o anz™ = 0};, sup{|z| € R, >, anz™ converge};
sup{|z| € R, |a,x"| converge}; sont non vides, car O leur appartient, on en déduit donc que Ry, Ry, R3, et R4 sont bien
définies.

Remarquons d’abord que

n n s n __
{lz] € R,Z |anz™| converge} C {|z| € R,Zanx converge} C {|z| € R,ngrfoo anz™ =0}

n n
{lz| € R, lim ana™ =0} C {|z| € R, (anx™), est bornée}
n—+4o0o

On en déduit immédiatement que R; > Ry > Rs > Ry.
Soit z € R. Si |x| < Ry alors il existe =’ tel que |z| < |2’| < R; et (anz ™) bornée. On a alors la majoration

n
lanz™| < ‘anx/" (x,)
x

Or (anz ™) est bornée par un réel M et la série 3. (%)n converge car |z| < |z’|. Donc ) |a,z™| converge.

Si |x| > R; alors la suite (a,z™) est non bornée. Donc la série Y a,,x™ diverge.

Cela montrer que le rayon de convergence de la définition 3.2 existe bien et vaut R;.

Montrons que R4 = Ry, supposons que R4 > Ry, soit alors © €]R;; R4[. Comme |z| > R; d’aprés ce qui précede
3™ |ana™| diverge. Par définition de Ry, il existe 2 tel que —z| < |2’| < R*et 3" |a,z | converge. Comme |a,z"| < |anz ™|
la série Y |a,z™| converge : Absurde. Donc Ry = R;. Donc Ry = Ry = R3 = Ry.

BklndeQaAamne’lO%

Bmdée)l)l:@%a/\jmdemw{mgmce

3.2 Propriétés élémentaires

Proposition 3.2 Soit ) a,,x" une série entiere de rayon de convergence R. Pour tout réel a, b tel que [a; b] C]—R; R|,
la série de fonction ) | a,z™ converge normalement sur [a; b].

Preuve : Il existe un réel ~y tel que [a;b] C [—7;~] C] — R; R[. On a alors

sup {lanz"[} < |any"|
z€[a;b]

Or |y] < R donc la série Y |a,7"| converge.
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Proposition 3.3 Soit ) a,z" et ) b,z" deux séries entieres de rayon de convergence R, et R et de somme S,
et Sy sur | — Ry, Ro[et] — Ry, Ry. Onnote ¢, = ), j=n @ibj, Raip €t Rgp les rayons de convergence des séries
> (an + bp)z™ et > cpz™, enfin on note S, 44 et Sgp leur somme. On a alors :

1) Rytp = min(Rg, Rp) et Ryp > min(R,, Rp)

2) Sur] — min(Ra, Rb), min(Ra, Rb>[, Sa+b =S,+5Sp

3) Sur| —min(Rg, Rp), min(Ry, Rp)|[, Sap = SaSh

Proposition 3.4 Les séries entieres Y a,z™ et > na,z™ ont méme rayon de convergence.

Preuve : Notons R le rayon de convergence de > a,z” et R’ celui de Y na,z™, comme |na,z"| > |a,z™| on a immé-
diatement que R > R'. Soit z tq |z| < R alors il existe ¢ tel que [z| < t < R, [na,2"| = |na,t™ (£)" | = |a,t"n (£)" |, or
lim, 4o m (?) = 0, donc |[na,z™| = o(]a,t™|), or Y |a,t™| converge donc 3 |na,x™| converge.

3.3 Propriétés de la somme d’une série entiere

Proposition 3.5 Soit »  a,,2" une série entiere de rayon de convergence R > 0, on note S la somme de cette série
entiere Vo €] — R; R[, S(z) = Y 2 a,z™. Sur I'intervalle ouvert | — R; R[, S est une fonction continue.

Preuve : 11 suffit pour un z fixé de prendre un intervalle [a; b] contenant strictement « et inclus dans | — R; R|[. puis d’utiliser
la convergence normale sur [a; b]. S est continue en tout z de | — R; R].

Proposition 3.6 Soit > a,2" une série entiere de rayon de convergence R > 0, on note S la somme de cette série
entiere Vz €] — R; R[, S(x) = Y _p— anaz™. Sur I'intervalle ouvert | — R; R[, S est une fonction de classe C*°, de plus

Vz €] — R; R], Znanx

Vz €] - R;R[, S Zann_ nok
n=~k

En particulier on a S(0) = ag; 5'(0) = a1; S”(0) = 2a9; ...; S®(0) = klay; .. ..

Preuve : En utilisant la proposition 3.4 et la convergence normale sur tout intervalle [a; b] inclus dans | — R, R[ des séries
dérivées.

3.4 Fonction exponentielle

Vraisemblablement lorsque vous avez rencontré la fonction exponentielle pour la premiere fois, on vous a dit qu’il
existait une fonction f : R — R, qui vérifiait f' = f et telle que f(0) = 1. Evidement I’existence d’une telle fonction
n’a rien d’évident. A partir de la, on démontre assez facilement I'unicité d’une telle fonction, puis ses propriétés
élémentaires et = e%e?, positivité, croissance. Les séries entieres nous permettent de démontrer 1’existence d’une
telle fonction :

o 7. N n . . Z z .0
Proposition 3.7 La série entiere ) | 7+ a un rayon de convergence infini, sa somme notée exp vérifie exp’ = exp.

B ) ||

- (n+D)! |z|™ = ¥l
rayon de convergence est donc infini, et

Gn+t1
An

Preuve : Pour = # 0 fixé,

— 0, la série > "fT converge d’apres le critere de D’ Alembert. Le

oo nf o0 ‘,Enfl el xk?
Vz € R, exp/( Z Z( _1)|:Zﬁ_eXp()
n=1 n=1 k=0

W&%Wii%
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3.5 Développement d’une fonction en série entiere

Définition 3.3 On dit qu’une fonction f : I — R, est développable en série entiere (DSE) e n O si il existe un
intervalle non vide | — 7, 7[C I et une suite de réels (a,) tel que Vo €] — r,r[, f(z) = > 07y anz™

Proposition 3.8 Unicité du DSE.
Soit Y~ apz™ et Y b,a™ deux séries entieres de rayon de convergence R > 0 et R’ > 0 si il existe « > 0 tel que :

o0 [e.e]
Vo €] — a;af, Z anx" = Z bpa"
n=0 n=0

Alors R = R'etVn € N, a,, = b,.

Preuve : 11 suffit de remarquer que a,, = % f((0), ot Vz €] — oz o, f(z) = D07 ana™

Proposition 3.9 Soit f : I — R, si f est développable en série entiere en 0, alors il existe » > 0 tel que f est de
classe C* sur | — r,r[et:

> (k)
VwE]—r,r[, f(x)zsz|(0)$k
k=0 '

Remarque 3.1 Les fonctions de classe C* ne sont pas forcément développable en série entiere. Exemple avec
_1
flx) =e =2,

Proposition 3.10 Soit 7 > 0,n € N, f : I — R de classe C* sur | — r, [, on a la formule de Taylor avec reste
intégral

n (k) T _A\n
=0 . 0 n:

Preuve : Intégration par parties successives.

Proposition 3.11 Soit f et g deux fonctions développable en série entiere en 0, alors les fonctions f + g, fg, f’ ainsi
que les primitives de f sont développables en série entiere en 0.

Preuve : Pour |z| < min(Ry, R,) on a par produit de Cauchy

f(z)g(x) = Z anz" Z bpz" = Z( Z a;bj)x"
n=0

n=0 n=0 i+j=n

dond fg est bien DSE.

Proposition 3.12 On a les développements en série enticre suivants :

1 oo
1) Vz €] — 1;1], —Zm".
n=0

1—2
> -1
2) Vv —1;1], In(1 — — —m
) JJE] ; [, 1’1( 3;‘) TLE:O n.,L.
. a_ooa(afl)(ozfQ)...(oz—nle) .

3) Vz €] — 1;1], (1 +2) _Z_% N o
4) Ve eR cosm:i(_l)nx%.

) s (Qn)‘
5) Vz e R Sin:r:iﬂx%z—&-l

’ e an+ 1)

Preuve :

1) Série géométrique.

2) En intégrant la série géométrique.

3) En utilisant Taylor reste intégrale (un peu compliqué, voir ci dessous)
4) En utilisant Taylor reste intégrale (simple).
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5) En utilisant Taylor reste intégrale (simple).
Soit a € R;posons f(z) = (1 + )%, festC®sur] — 1;1[et fF)(z) = a(a—1)(a—2)...(a —k+1)(1 +z)*~F.
Soitx €] — 1;1[;

(14 1) _zn: ala—1)(a—2) ~(0‘*k+1)xk _ /I (x*t)nf(n+1)(t) dt
k= 0

k! n!
0

= Ax MO&(CX*1)(05*2)...(047n)(1+t)a,n71 dat

n!
_ ala—1)(a—2)...(a—n) /z (x_t>n(1—|—t)“_1 dt
Or en posant pour ¢ entre 0 et x, h(t) f—;i, on obtient h/(t) = ﬁ, donc h est décroissante,

e Siz < Oalors h < 0et|h| <|h(0)] = ||
e Sixz > 0,alorsh > 0et |h| < |h(0)| = |z|

Donc
. —D(a—2)...(a—k+1 — 1) —2)...(a— e
(R SECE CEL RECELES I e ey
= k! n! 0
. la(a — D) (a—2)...(a—=n)||lz|™ |1+ z)* — 1]
= n! !
n - 1 .
En notant a,, ce dernier terme on a fntl _ (o= (n+1))llz] — |x| < 1 La série de terme général a,, converge et donc son

QA
terme général a,, tend vers 0, on a bien montré que

lim =0

n—-+oo

(1+x)a_za(a—l)(a_Qk?!...(a—k+1)xk

%&%Wiz%

4 Compléments sur les séries

4.1 Séries commutativement convergentes
4.2 Somme d’équivalent reste et sommes partielles

4.3 Série complexe, série entiere complexe
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